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Ein einfaches Iterationsverfahren 
zur Lösung algehraischer Gleichungen höheren Grades 
Von Sigurd Falk, Braunschweig 
Mit 1 Abbildung 
Vorgelegt von Herrn H. Schaefer 
. S.ummary: Alge.braic equat~uns ,"!ith real. coelficienfs ard complex roofs are solved by 
Iteration on a quadrahc real matrix whlch contaws the equation to be 80lved as a characteristic 
equation. The method is numerically simple and can be used with succ€8s in nearly all practi-
cal cases. 
Jeder n-reihigen quadratischen Matrix III ist eine algebraische Gleichung 
noten Grades, die sogenannte charakteristische Gleichung 
ch(k) = det IIll-k(!: 1= 0 
zugeordnet, wo (t die n-reihige Einheitsmatrix bedeutet. Die n Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung sind die Eigenwerte der Matrix Ill. Wählt man 
nun einen von Null verschiedenen, aber sonst beliebigen Anfangsvektor 30 
und bildet die Iterationsfolge 
31 = sn:~o; 32 = 1ll~1; .... allgemein 3;+1 = Ill~i , 
so gilt: 
Fall I) Existiert ein Eigenwert von maximalem Betrage, also derart, daß 
I k1 1 > I krl; r = 2, 3, ... n, 
so ist: 
(I) 3; = k1 • 3i-l für i .... 00, das heißt mit wachsendem i werden zwei 
aufeinander folgende iterierte Vektoren immer mehr linear abhängig, 
und ilir Proportionalitätsfaktor strebt gegen kl . Die Konvergenz ist 
um so besser, je größer das Verhältnis I kll : I k2 i ist, wenn k2 den 
Eigenwert (oder einen der Eigenwerte) mit dem zweitgrößten Betrage 
bedeutet. 
Fall 2) Existieren zwei Eigenwerte mit dem gleichen maximalen Betrage, also 
derart, daß . 
I kl I = I k2 1 > 1 kr I; r = 3, 4 ... n, 
so ist: 
(11) lJi + S l!i-l + P JH = 0 für i .... 00, das heißt mit wachsendem i werden 
drei aufeinander folgende iterierte Vektoren immer mehr linear ab-
hängig, und k 1 ,k2 genügen immer besser der Beziehung V+ sk +p = o. 
Die Konvergenz ist umso "besser, je größer das Verhältnis I kl I : I ksl ist, 
wenn ks den Eigenwert (oder einen der Eigenwerte) mit dem zweit-
größten Betrage bedeutet. 
Entsprechendes gilt, wenn drei und mehr Eigenwerte, das heißt Wurzeln 
der charakteristischen Gleichung von gleichem maximalen Betrage existieren, 
doch sind diese Fälle für das Folgende ohne Bedeutung. 
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Ist nun eine algebraische Gleichung n-ter Ordnung vorgelegt, so ka~ .man 
eine n-reihige quadratische Matrix ~ wählen, so daß deren charakterIStISche 
Gleichung gleich der vorgegebenen wird und die Iteration mit dieser Matrix 
durchführen. Es sei nun 
kn + an_1kn-1 + an_2 kn-2 + ... + alk'+ ao = 0, 
dann bietet sich als zugehörige Matrix ~ am augenfälligsten die folgende an: 
o 1 0 0 0 'I 
o 0 1 0 0 
~= 
o 0 0 0 0 
0 0 0 0 I 
-ao -al -a2 -an- 2 -an- t 
-k I 0 0 0 
0 -k 1 0 0 
detl~-k~1 = 0 0 -k 0 0 
o o o ... -k 1 
Multipliziert man die zweite Spalte dieser Determinante mit k, die dritte 
mit k2 usw., schließlich die letzte mit kn- l und addiert alle diese n-l-Spalten 
zur ersten, so überzeugt man sich unmittelbar, daß die charakteristische 
Gleichung von ~ gleich der vorgelegten algebraischen Gleichung n-tenGrades 
ist, somit ~ deren Wurzeln zu Eigenwerten hat. 
Um die Iteration wirklich durchzuführen, hat man infolge der äußerst 
einfachen Bauart von ~, die außer den gegebenen Koeffizienten a" ja lauter 
Nullen und Einsen enthält, folgendermaßen vorzugehen: 
Man schreibe auf einen verschieblichen Laufzettel die negativen Koeffizien-
ten a" in umgekehrter Reihenfolge, also: 
I -ao -al -a2 .. - -an-l I, 
die man zu einem Vektor a zusammenfassen kann, und auf das feste Rechen-
blatt den Anfangsvektor 50 mit den Komponenten 
Zo Zt Z2 •• • ZII-l· 
Nun bilde man das innere Produkt a30 und schreibe dieses rechts neben Z"_I 
als neue Komponente z" hin. Man rückt dann den Laufzettel um eine Spalte 
nach rechts, bildet das innere Produkt von a mit dem darunterstehenden 
Vektor 31' schreibt dieses rechts neben z" hin und SO fort. Es entsteht auf 
diese Weise auf dem Rechenblatt eine Folge, in der die n aufeinander folgenden 
Zahlen z, bis Zi+A gerade den iterierten Vektor 3, darstellen_ Für die prak-
tische Rechnung wesentlich ist, daß es bei der Iteration nur auf die Richtung, 
nicht auf den Betrag des iterierten Vektors ankommt; man darf also skalare 
Faktoren herauskfuzen. Ferner kommt es zu Anfang der Rechnung auf kleine 
Fehler nicht an; man wird also zunächst ziemlich roh rechnen und unbequeme 
Zahlen aufrunden, solange man noch genügend weit von der gesuchteIr Wurzel 
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entfernt ist. Zwei einfache Beispiele mögen das Verfahren erläutern. Zunächst 
zu Fall 1): 
Gegeben sei die kubische Gleichung ~ + 3Jc2 - 3k + 4 = O. Also hat der 
Laufzettel die Gestalt I -4 3 -3 I· 
Da der Ausgangsvektor beliebig ist, wählt man am einfachsten alle seine 
Komponenten zu eins und erhält die Reihe der Zi: 
1 1 1 -4 11 -49. 
Zieht man zur Vereinfachung der Rechnung aus dem Vektor 33 = (-4, 11, - 49) 
den Faktor 5 und rundet ab, so erhält man den Vektor (-1,2, -10), mit 
dem weitergerechnet wird: 
Zi -1 2 -10 36 -146 586 -2340 9362 
-2 -5 -3,6 -4,06 -4,02 -3,99 -4,00 
In der zweiten Zeile sind die Quotienten zi/Zi-l hingeschrieben, und diese 
streben nach (1) gegen die Wurzel mit dem maximalen Betrage, hier gegen 
- 4,00. Spaltet man diese von der kubischen Gleichung ab, so verbleibt 
Jc2 - k + 1 = 0 mit den beiden anderen Wurzeln k 2 und k3 • 
Jetzt sei die Gleichung 6. Grades 
!.;6 +].;5 + 3k4-~-2k +3 = 0 
gegeben. Eine flüchtige Skizze zeigt, daß reelle Wurzeln nicht vorhanden sind, 
also Fall 2) vorliegt, da ja mindestens zwei, (wenn nicht gar vier oder alle 
sechs) paarweise konjugiert komplexe Wurzeln von gleichem maximalen 
Betrage existieren müssen. Sollten vier oder sechs Wurzeln von gleichem 
maximalen Betrage wirklich vorhanden sein, so konvergiert das Verfahren 
natürlich nicht, was sich nach einiger Rechnung bemerkbar macht. 
Der Laufzettel hat die Form 
I -3 2 0 1 -3 -I I 
und man wählt als Ausgangsvektor wieder lauter Einsen. Zunächst entsteht 
die Folge 
Zi 1 I 1 1 I I -4 1 II -19 -14 71. 
Zieht man aus den letzten sechs Zahlen, die den Vektor 3. darstellen, den 
gemeinsamen Faktor 10 heraus und rundet ab, so kann man einfach weiter-
rechnen mit 
Zi 0 0 1-2 -1 7 , -6 1-14.1 32 8! -101' 76 225 ... 
'-0,86: 2,33 '-2,3i 0,251-12,61-0,7531 2,96 ... 
" 'I 6 ! -2 :-5,3:-0,,6; -3,2 I 9,00 -2,23 ... 
Nummer der Geraden 12341) 67 
Man sieht zunächst, daß keineswegs wie im Falle 1) die Folge der Quotienten 
zi!Zi-l konvergiert, vielmehr hat man aus vier aufeinander folgenden Zahlen 
1* 
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der z-Reihe nach (II) 8 und p zu ermitteln und erwartet, daß 8 und p je für 
sich konvergieren. In einer 8, p-Ebene stellt 
Zi + 8Zi_1 + pZi-2 = 0 
·5 
Abbildung: 
Graphische Lösung der Gleichung 
(z4-z;- 1)(z2 + z;- 3) 
= Z6 + z5 + 3z4-z3-2z + 3 = o. 
aber eine gerade Linie mit den Achsen-
abschnitten -Z;/Z;_1 und -Z;/Zi_2 dar; 
die Schnittpunkte je zweier aufeinander 
folgender Geraden werden dann gegen 
den gesuchten Punkt mit den Koor-
dinaten p und 8 konvergieren, und die 
Gleichung 
k2 + 8k + P = 0 
enthält die beiden konjugiert komplexen 
Wurzeln mit dem maximalen Betrage. 
Die beigefügte Skizze zeigt deut-
lich die Konvergenz der Schnittpunkte 
gegen den Punkt 8 = I, p = 3. Aus 
k2 +k+3=O 
findet man die beiden Wurzeln und kann die verbleibende Gleichung 
k4 -k+I=O 
mit dem neuen Laufzettel 
I -1 1 0 0 I 
auf die gleiche Weise behandeln. 
Die Genauigkeit des Verfahrens läßt sich beliebig steigern, indem man je 
zwei aufeinander folgende Geraden nicht mehr zeichnerisch, sondern rechnerisch 
zum Schnitt bringt, wodurch der Rechenaufwand natürlich anwächst. 
In bezug auf die praktische Anwendung des Verfahrens ist abschließend 
zu sagen: 
Für den Falll) ist es dem bekannten Ne wt 0 nschen Verfahren im Gewande 
des Hornerschen Schemas im allgemeinen unterlegen und daher nicht zu 
empfehlen. Im Fall 2) dagegen, das heißt, wenn die vorgelegte Gleichung nur 
komplexe Wurzeln besitzt, ist das hier gezeigte Verfahren im allgemeinen sehr 
brauchbar. Man wird 8 und p auf zwei oder drei Stellen genau ermitteln 
und falls nötig diese ersten Näherungswerte nach dem Newtonschen Ver-
fahren im verallgemeinerten Hornerschen Schema für konjugiert komplexe 
Wurzem beliebig verbessern. 
Sollen zuerst die beiden Wurzeln mit minimalem Betrage ermittelt werden, 
so gehe man einfach zu den reziproken ·Werten von k über. Der Laufzettel 
hat dann das Aussehen 
I -i/aD -an_l/aO -a'H/aO -adao I 
und ans 1 + 8k + plf! = 0 gewinnt man die heiden gesuchten Wurzeln Tel 
und Te2 -
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